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摘 要： 本文针对Ｄｕｆｆｉｎｇ混沌系统利用状态变化检测已知断续正弦信号时，正弦信号频率范围较宽的问题，根
据Ｍéｌｎｉｋｏｖ方法中的系统参数与待测信号幅度、频率之间的关系，分析证明了增加Ｄｕｆｆｉｎｇ系统的阻尼参数提高系统正
弦信号检测能力的方法，最后给出了在有、无噪声情况下，调整阻尼参数后 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统对断续正弦信号的检测仿真结
果．结果表明本文所提出的方法是有效的．
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１ 引言

强噪声背景下的微弱信号提取是近代信息理论研

究的一个重要内容，其中关于微弱正弦信号检测方法的

研究不仅有着重要的理论探索意义，还可以广泛应用在

雷达、声纳、振动测量、故障诊断、通信、生物医学等工程

领域．在众多的微弱信号检测方法中，能量检测方法［１］

是基于信号与噪声能量的和大于噪声能量进行信号提

取的，但是该方法只有在平稳白噪声背景下才能具有较

好的检测性能．针对能量检测的缺陷，出现了率线检测
法［２，３］、载波检测法［４～６］，它们能适应背景噪声的变化进

行信号检测．此外，还有自相关检测法［７］、相关累积
法［８］、周期谱相关检测法［９］等，它们都是运用噪声抑制

技术，在时域或频域上通过特定算法提取信号特征的．
随着混沌理论研究的深入，利用混沌振子进行微弱

信号检测的方法得到了不断地改进和发展．王冠宇等人
提出利用间歇混沌现象进行微弱正弦信号检测的方法，

并将 Ｄｕｆｆｉｎｇ混沌振子用于检测微弱信号的幅度和相
位［１０，１１］．Ｄｕｆｆｉｎｇ混沌振子弱信号检测是利用 Ｄｕｆｆｉｎｇ混
沌系统输出状态的改变对系统参数极其敏感而对噪声

免疫的特性［１２］，本文利用该特性，根据 Ｍéｌｎｉｋｏｖ方法中
的系统参数与待测信号幅度、频率之间的关系，分析

Ｄｕｆｆｉｎｇ混沌振子阻尼参数对断续正弦信号检测的影响，
并通过增加阻尼参数值的方法来缩小可检测的断续正

弦信号频率范围，从而提高系统的检测精度．
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２ Ｄｕｆｆｉｎｇ混沌系统参数的确定

Ｄｕｆｆｉｎｇ系统是在外部周期驱动力作用下产生混沌
的，其动力方程式如下：

ｘ１＝ｘ２
ｘ２＝ｘ１－ｘ３１－ｋｘ２＋Ｆｃｏｓω

{ ｔ
（１）

其中，Ｆ和ω是外部周期驱动力的幅度、角频率，ｋ为阻
尼比，ｘ１－ｘ３１为非线性恢复力．

对于动力系统式（１），当系统产生混沌状态时，必
然是系统状态的稳定流形与不稳定流形横截相交．这
里通过Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程式（２）证明式（１）存在横截相交的
同宿点．

ｘ１＝ｘ２
ｘ２＝ｘ１－ｘ

{ ３
１

（２）

式（２）中Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数 Ｈ（ｘ１，ｘ２）＝
ｘ２２
２－

ｘ２１
２＋

ｘ４１
４，系统有

三个平衡点 Ｏ（０，０）、Ａ（－１，０）、Ｂ（１，０），由文献［１３，
１４］知道原点 Ｏ是鞍点，Ａ、Ｂ是中心．原点的稳定流形
与不稳定流形不是横截相交的，因而不会产生混沌．为
得到横截相交的同宿点，考虑对 Ｈａｍｉｌｔｏｎ系统周期扰
动．其系统方程如式（３）

ｘ１＝ｆ１＋μｇ１（ｘ１，ｘ２，ｔ）
ｘ２＝ｆ２＋μｇ２（ｘ１，ｘ２，ｔ

{ ）
（３）

其中μ是小参数，且 ｇ１（ｘ１，ｘ２，ｔ），ｇ２（ｘ１，ｘ２，ｔ）是关于
ｔ的周期函数，周期为 Ｔ．

令 Ｄ＝ｃμ∫
∞

－∞
（ｆ１ｇ２－ｆ２ｇ１） ｘ１＝ｘ１（ｔ－ｔ０）

ｘ２＝ｘ２（ｔ－ｔ０）
ｄｔ＋ｏ（μ），

其中 ｃ≠０且为常数，ｏ（μ）是关于μ高阶多项式．

令 Ｍ（ｔ０）＝ｃμ∫
∞

－∞
（ｆ１ｇ２－ｆ２ｇ１） ｘ１＝ｘ１（ｔ－ｔ０）

ｘ２＝ｘ２（ｔ－ｔ０）
ｄｔ，如果

存在 ｔ０使得 Ｍ（ｔ０）＝０且 Ｍ′（ｔ０）≠０，则存在μ使得稳
定流形与不稳定流形横截相交，且系统状态是混沌的．
这里 ｘ１（ｔ－ｔ０）、ｘ２（ｔ－ｔ０）是式（２）Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程的同宿
轨方程的参数方程形式：

ｘ１（ｔ－ｔ０） 槡＝±２ｓｅｃｈ（ｔ－ｔ０）

ｘ２（ｔ－ｔ０）＝槡２ｓｅｃｈ（ｔ－ｔ０）·ｔｈ（ｔ－ｔ０
{

）
（４）

比较式（１）（３）有 ｆ１（ｘ１，ｘ２）＝ｘ２，ｆ２（ｘ１，ｘ２）＝ｘ１－ｘ３１，
ｇ１（ｘ１，ｘ２，ｔ）＝０，ｇ２（ｘ１，ｘ２，ｔ）＝－ｋｘ２＋Ｆｃｏｓ（ωｔ），

Ｍ（ｔ０）＝∫
∞

－∞
ｘ２·［－ｋｘ２＋Ｆｃｏｓ（ωｔ）］ ｘ１＝ｘ１（ｔ－ｔ０）

ｘ２＝ｘ２（ｔ－ｔ０）
ｄｔ

＝∫
∞

－∞
ｘ２（ｔ－ｔ０）·［－ｋｘ２（ｔ－ｔ０）＋Ｆｃｏｓ（ωｔ）］ｄｔ

则求得 Ｍ（ｔ０）＝－［ 槡±２πＦωｓｅｃｈ（πω２）ｓｉｎωｔ０＋
４ｋ
３］，由

于当 槡２πＦωｓｅｃｈ（πω２） ＞
４ｋ
３ 时，Ｍ（ｔ０）可以为零，则

存在同宿点．又因为

Ｍ′（ｔ０）＝
ｄＭ（ｔ０）
ｄｔ０

＝槡２πＦω２ｓｅｃｈ（πω２）ｃｏｓωｔ０，当 ｃｏｓωｔ０

≠０时，Ｍ′（ｔ０）≠０，而同时满足 Ｍ（ｔ０）＝０且 Ｍ′（ｔ０）≠０
的 ｔ０是存在的，所以系统状态可以是混沌的，且｜ｋ｜越
小，即阻尼越小，｜Ｆ｜越大，即驱动越强，系统越容易产
生混沌．

令 Ｍ（ｔ０）＝０，则
Ｆ
ｋ＝

４

槡３２πωｓｅｃｈ（πω２）
，系统出现

混沌状态的取值范围为

（１）当Ｆｋ＞０时，域值为
Ｆ
ｋ＞

４

槡３２πωｓｅｃｈ（πω２）
．

（２）当Ｆｋ＜０时，域值为
Ｆ
ｋ＜－

４

槡３２πωｓｅｃｈ（πω２）
．

上面根据Ｍéｌｎｉｋｏｖ方法推导出Ｆｋ与ω的解析式．可

以知道，在 Ｆ与ｋ参数给定，存在一个区域，当ω在该
区域取值时，系统是混沌的．这里选取方程式（１）进行
仿真，驱动信号角频率取１ｒａｄ／ｓ，幅值取０．７２，阻尼比取
０．５，检测信号角频率取１．２ｒａｄ／ｓ，幅值取０．０５，每隔１０ｓ
加一次检测信号，仿真结果如图１～３所示．其中图１是
没有加检测信号时，系统混沌状态相图；图２是加入与
驱动信号同频同相检测信号时，系统大尺度周期相图；

图３是加入断续正弦周期检测信号时，系统大尺度周期
相图．可见，Ｄｕｆｆｉｎｇ系统对一定频带范围内的断续正弦
信号检测时，具有一定的模糊度．

３ 阻尼参数 ｋ与被检测正弦信号角频率ω
的关系

由混沌理论［１５］知：一类混沌系统在一定条件下对

微弱信号具有敏感性同时对噪声具有免疫力，因此这
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种系统在信号检测中非常具有潜力．Ｄｕｆｆｉｎｇ系统正是
具备了这样的特性，利用 Ｄｕｆｆｉｎｇ振子检测微弱正弦信
号就是将待测信号作为系统周期驱动力，当只有强噪

声干扰并无特定周期信号时，系统相图不发生改变；当

输入信号带有特定周期信号时，尽管幅值较小，也会使

系统相图发生改变．因此，可以根据相轨迹是混沌状态
还是稳定的周期运动状态来判定待测信号中是否存在

特定周期信号．有关文献［１０］对微弱信号的检测没有考
虑被测信号中存在断续正弦谐波信号干扰的情况，如

果谐波信号与被检测信号频率较近，那么当被测信号

不存在而谐波信号存在时，Ｄｕｆｆｉｎｇ也可以产生状态变
化，从而造成错误检测，因此要设法缩小 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统所
能检测的正弦信号频率范围，本文拟通过研究 Ｄｕｆｆｉｎｇ
系统的参数来缩小被检测信号频率范围．证明如下：

考虑到 槡２πＦωｓｅｃｈ（πω２） ＞
４ｋ
３ 时，系统可以出

现混沌状态，并且当 Ｆ≥Ｆｄ时系统状态是大尺度周期
状态，这里取 Ｆ＝Ｆｄ，Ｆ＞０，ｋ＞０则

槡２πＦｄωｓｅｃｈ（πω２）＞
４ｋ
３ （５）

考察式（５）可以知道，ω在一个频带范围内［ω下，ω上］是
可以使式（５）成立的，因此系统对特定频率正弦信号的
检测是模糊的，容易产生误判．修改式（５）为

ωｓｅｃｈ（πω２）＞
４ｋ
槡３２πＦ

（６）

式（６）中 ｓｅｃｈ（πω２）为

ｓｅｃｈ（πω２）＝
２

ｅπ２ω＋ｅ－π２ω
（７）

ｓｅｃｈ（πω２）与ωｓｅｃｈ（
πω
２）随ω变化如图４、５所示．

从图４的ｓｅｃｈ（πω２）变化曲线可以看出当自变量ω

＞０时，ｓｅｃｈ（πω２）函数是随角频率ω增加而减小的函

数，这样ωｓｅｃｈ（πω２）就存在一个峰值点，如图５所示．该

峰值点出现在ω≈０．７７，峰值约为 ０．４２１９．当ω＜０．７７

时，ωｓｅｃｈ（πω２）函数值随ω增加而增加；当ω＞０．７７时，

ωｓｅｃｈ（πω２）函数值随ω增加而减小．在 Ｆ＝Ｆｄ－条件

下，即系统处于混沌向大尺度周期转换临界状态，极大

点位置处，式（６）可以表示为

０．４２１９＞ ４ｋ
槡３２πＦｄ－

（８）

将式（８）可以转化为

０．４２１９ 槡３２πＦｄ－＞４ｋ （９）
从式（９）可以得到，当 Ｆ＝Ｆｄ－时，即系统处于转换临界
状态下，如果增加式（９）中的参数 ｋ，就需要增加式（６）

的ωｓｅｃｈ（πω２），即增加 ω，但是增加 ω 所能增加

ωｓｅｃｈ（πω２）的最大值约为０．４２１９，观察式（６）和（８）中参

数ω、ｋ变化情况，并结合 Ｍéｌｎｉｋｏｖ方法混沌判别式，这
里假设 Ｆ＞０，ｋ＞０，可以知道 ｋ越大，ω越大，但是不
能超过０．７７，所以 ｋ越大，Ｄｕｆｆｉｎｇ系统所能检测到的正
弦信号频率范围越窄，从而检测精度越高．

４ 阻尼参数 ｋ对改进的 Ｄｕｆｆｉｎｇ系统检测能
力的影响

方程式（１）适应驱动角频率为１ｒａｄ／ｓ情况，为了使
方程式（１）能够适应驱动信号为其它角频率，并且保持
系统混沌特性不变情况，对式（１）作如下修改：

假设方程式（１）驱动信号角频率ω＝１，与式（１）对
应的系统动力学方程为

ｘ̈（ｔ）＋ｋｘ（ｔ）－ｘ（ｔ）＋ｘ３（ｔ）＝Ｆｃｏｓ（ｔ） （１０）
令 ｔ＝ωξ．则

ｘ（ｔ）＝ｘ（ωξ）＝ｙ（ξ） （１１）

ｘ（ｔ）＝ｄｘ（ｔ）ｄｔ ＝
１
ω
ｄｙ（ξ）
ｄξ

＝１
ω
ｙ（ξ） （１２）

ｘ̈（ｔ）＝１
ω
２
ｄ２ｙ（ξ）
ｄξ
２ ＝１

ω
２̈ｙ（ξ） （１３）

将式（１１）、（１２）和（１３）代入式（１０）有
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１
ω
２̈ｙ（ξ）＋

ｋ
ω
ｙ（ξ）－ｙ（ξ）＋ｙ

３（ξ）＝Ｆｃｏｓ（ωξ）（１４）

令 ｙ（ξ）＝ｘ１，ｘ２＝
１
ω
ｘ１，式（１４）写成状态方程的形式如

下：

ｘ１＝ωｘ２
ｘ２＝ω（ｘ１－ｘ３１－ｋｘ２＋Ｆｃｏｓωξ

{ ）
（１５）

结合方程式（３），将式（１５）改写成周期扰动系统形
式（１６）

ｘ１＝ωｘ２
ｘ２＝ω（ｘ１－ｘ３１）－ｋωｘ２＋Ｆωｃｏｓω

{
ξ

（１６）

参照本文第二部分的推导可以知道，系统（１６）中的
参数ω对 Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程及Ｍéｌｎｉｋｏｖ判断方法没有影响，
将变量 ｔ替换成ωξ就可以由方程式（４）得到系统（１６）
的同宿轨方程式（１７）

ｘ１（ωξ） 槡＝±２ｓｅｃｈ（ωξ）

ｘ２（ωξ）＝槡２ｓｅｃｈ（ωξ）·ｔｈ（ωξ
{

）
（１７）

根据本文第二部分Ｍéｌｎｉｋｏｖ方法的推导，可以得到
Ｍ（ωξ０）＝

∫
∞

－∞
ｘ２（ω（ξ－ξ０））·［－ｋωｘ２（ω（ξ－ξ０））＋Ｆωｃｏｓ（ωξ）］ωｄξ

（１８）

Ｍ（ξ０）＝－［ 槡±２πＦｓｅｃｈ（
π
２）ｓｉｎωξ０＋

４ｋ
３］ （１９）

由式（６）可以知道当 ｓｅｃｈ（π２）＞
４ｋ
槡３２πＦ

系统能产生混

沌．当系统方程（１５）的其它参数不变，只是改变驱动正
弦信号的频率，即用 Ｆｃｏｓ^ωξ替换Ｆｃｏｓωξ，这样式（１９）
需要修改为

Ｍ（ξ０）＝－［ 槡±２πＦ
ω^
ω
ｓｅｃｈ（π２

ω^
ω
）ｓｉｎ^ωξ０＋

４ｋ
３］ （２０）

对于式（２０），当ω^
ω
ｓｅｃｈ（π２

ω^
ω
）＞ ４ｋ

槡３２πＦ
时，系统可能出

现混沌状态．如果 Ｆ＝Ｆｄ－，增加 ｋ，要求ω^
ω
ｓｅｃｈ（π２

ω^
ω
）

增加，根据本文第二部分的分析，可以知道对于给定的

Ｄｕｆｆｉｎｇ系统，参数ω是确定的，ω^
ω
的比值变化范围变

小，则ω^变化范围变小，从而Ｄｕｆｆｉｎｇ系统所检测的正弦
信号频率精度将得到提高．这里 Ｆ取 ０．７２，ω 取
１８８４ｒａｄ／ｓ，计算得到的可能产生混沌的驱动信号频率范

围和仿真得到的频率范围列于表１．其中ω^
ω
和ω^是仿真

计算得到的驱动信号频率范围，驱动频率ω是实际加

到仿真系统并进行仿真产生混沌状态的频率范围．从
仿真的结果可以看到增加阻尼 ｋ，有利于缩小 Ｄｕｆｆｉｎｇ
系统可检测的正弦信号频率范围．

表１ Ｄｕｆｆｉｎｇ系统产生混沌时驱动信号频率范围表

ｋ ０．４２４６ ０．５３０７ ０．６９ ０．７９６２ ０．９０２３ １．００８５
４ｋ
槡３２πＦ

０．１７７ ０．２２１３ ０．２８７７３ ０．３３２ ０．３７６２ ０．４２０５

ω^／ω
０．１８６８－
１．９６６８

０．２３６８－
１．７５６８

０．３２６８－
１．５３６８

０．３７６８－
１．２９６８

０．４９６８－
１．１５６８

０．７１６８－
０．８１６８

ω^
３５２－
３７０５

４４６－
３３１０

６１６－
２８９５

７１０－
２４４３

９３６－
２１７９

１３５０－
１５３９

驱动频

率ω

１９００－
２３５０

１７００－
２１００

１３５０－
１７５０

２１５０－
２３００

１６５０－
１７５０

１４５０－
１５５０

５ 仿真结果

本文根据方程式（１６）对上述论述结果进行仿真检
验，其中参数ω＝１８８４ｒａｄ／ｓ，待检测的间断正弦信号幅值
为０．００５，周期为０．４ｓ，占空比０．１．考虑到噪声对系统检
测结果的影响，在待检测正弦信号中分别加入白噪声和

色噪声，根据文献［１２］白噪声可以选择频带较宽的随机
信号，色噪声选择带宽相对窄的随机信号，可以利用高

斯白噪声通过四阶带通滤波器产生，其传递函数式为

Ｈ（ｚ）＝ ０．０２０１（１－２ｚ２＋ｚ４）
１－１．６３７ｚ－１＋２．２３７ｚ－２－１．３０７ｚ－３＋０．６４１ｚ－４

，

该滤波器归一化的上限截止频率为０．２，下限截止频率
为０．１５．
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本文通过仿真得到，在无噪声情况下，当 ｋ＝
０４２４６和 ｋ＝０４５１２时，Ｄｕｆｆｉｎｇ混沌系统可检测的断续
正弦信号范围分别是ω＝１７２０－２０００ｒａｄ／ｓ和ω＝１８００
－１９６０ｒａｄ／ｓ，在上述频率范围之外，Ｄｕｆｆｉｎｇ系统状态是
混沌的，不发生状态转变．图 ６是系统激励信号 Ｆ＝
０７１３、ｋ＝０４２４６、断续检测信号ω＝１７２０ｒａｄ／ｓ．幅度为
０００５Ｖ时，Ｄｕｆｆｉｎｇ系统相图．其中图６（ａ）是无噪声和断
续检测信号时，系统混沌状态图；图６（ｂ）是无噪声只存
在断续检测信号时，系统大周期状态图；图６（ｃ）是存在
白噪声和断续检测信号时，系统大周期状态图；图６（ｄ）
是存在色噪声和断续检测信号时，系统大周期状态图．
从图６的仿真结果看出，在一定频率范围内的正弦信号
可以被Ｄｕｆｆｉｎｇ混沌系统检测出来，检测精度有待提高．
图６中存在白噪声时，系统输入信噪比 ＳＮＲ＝－
２２０４ｄＢ；存在色噪声时，系统输入信噪比 ＳＮＲ＝－
４９０３ｄＢ，可见 Ｄｕｆｆｉｎｇ混沌系统对色噪声抑制能力较
强．

图７是系统激励信号 Ｆ＝０７５２、Ｋ＝０４５１２、断续
检测信号分别是ω＝１７２０ｒａｄ／ｓ和ω＝１８００ｒａｄ／ｓ幅度为
０００５Ｖ时，Ｄｕｆｆｉｎｇ系统相图．其中图７（ａ）是存在白噪声
和断续检测信号ω＝１７２０ｒａｄ／ｓ时，系统混沌状态图；图

７（ｂ）是存在白噪声和断续检测信号ω＝１８００ｒａｄ／ｓ时，
系统大周期状态图；图７（ｃ）是存在色噪声和断续检测
信号ω＝１７２０ｒａｄ／ｓ时，系统混沌状态图；图７（ｄ）是存在
色噪声和断续检测信号ω＝１８００ｒａｄ／ｓ时，系统大周期
状态图．图７的仿真结果是作为图６仿真结果的对照来
验证本文的论述结果的，从图 ７（ａ）（ｃ）的仿真结果看
出，当阻尼比提高后，在图６（ｃ）（ｄ）中可以检测到的断
续正弦信号，在图７的系统中不能检测出来，而在频率
范围缩小后，断续检测信号ω＝１８００ｒａｄ／ｓ时，图 ７的
Ｄｕｆｆｉｎｇ混沌系统可以检测出来，如图７（ｂ）（ｄ）所示．从
图７的仿真结果可以得到，在白噪声影响下，系统输入
信噪比ＳＮＲ＝－２２０４ｄＢ；色噪声影响下，系统输入信噪
比ＳＮＲ＝－２９０３ｄＢ，因为色噪声功率在一定范围内可
以造成系统误转换成大周期状态，因此图７（ｄ）仿真中
色噪声方差取０１，输入信噪比有所上升．

６ 结论

本文讨论了Ｄｕｆｆｉｎｇ混沌系统的参数 ｋ驱动信号角
频率ω、幅度 Ｆ的关系，及其对混沌状态的影响．经过
数学证明和仿真计算可以知道，增加参数 ｋ可以缩小
产生混沌状态的驱动信号频率范围，这种影响对于

Ｄｕｆｆｉｎｇ系统弱信号检测的应用是有利的，因为调整参
数 ｋ可以抑制谐波信号对系统状态改变的影响，从而
可以提高系统的信号检测灵敏度．
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